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第一节 复函数积分的概念

复积分是研究解析函数的一个重要工具。

柯西积分定理及柯西积分公式尤其重要,它们
是复变函数论的基本定理和基本公式。

1、复积分的定义

定义1  设 C 是平面上给定的一条光滑(或按段
光滑)曲线，如果选定 C 的两个可能方向中的
一个作为正方向，那么我们就把 C 理解为有方
向的曲线，称为有向曲线。

第十二章 复变函数的积分
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设曲线 C 的两个端点为 A 与

B ，如果把从 A 到 B 的方向

作为 C 的正方向，那么从 B到

A 的方向就是 C 的负方向，并

把它记作 C −。

简单闭曲线的

正方向；

C

a

b
C

C



3

0 1

(3)
: , , n

AB n
A z z z B= =

⌒

将 任意分划成 个

小弧段

1(4) ( )k k k k kz z f zζ ζ ∆−∀ ∈
⌒

作乘积

Dzzfw ∈= )()(1设

定义2

(2)
.

C D A B→为区域 内点 点

的一条光滑有向曲线 DA

B

x

y

o
1ζ

1z

1−kz
kζ

kz 1−nz

kz∆



4

1
1

(5) ( ) , ,
n

n k k k k k
k

S f z z z zζ ∆ ∆ −
=

= = −∑作和式

, ,
, ,

( )
k n

n C
S

f z C

δ
ζ

当 无限增加 且 趋于零时 如果不论对
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(1) ,C如果曲线 为闭曲线 那么沿此闭曲线

的积分记作 ∫
C

dzzf )(

(2)复积分仍作为一种和式极限来定义的。

这个定义形式上与实函数定积分的定义相同，
但实质上是不同的。复积分与二元实函数的第二类
曲线积分形式上不同，但反映的实际意义是相同的。

说明：
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2、复积分存在的条件及计算法
( ) ( , ) ( , )
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当 在光滑曲线

上连续时 存在

定理
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C

f z dz∫这个定理表明 可通过两个

二元实变函数的曲线积分来进行计算。
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:复积分计算方法

、参数法2

、线积分法1
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( )复积分对于积分区域的 可加性
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3、复积分的基本性质
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也可以用线积分法计算

1 :C曲线 可以写成

1 1
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（）沿从原点到点 的直线0 11 1z i C= +

1例 计算复积分:
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沿从原点到点 的直线 和从点

到 的直线 所连接而成的折线。
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zdz∫此例说明: 沿不同路径

积分 虽然起点与终点相同

但路径不同 积分值也不同。

（）沿从原点到点 的直线0 11 1z i C= +

1例 计算复积分:
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1(1) : 1 (1,0) (0, 1)C y x= −沿一条抛物线 从点 到点

2(1 ) ( 0 1 ),z t it t⇒ = − + 从 到

是其中曲线计算复积分例 Czdz
C

,2 ∫

2 2
2(2) : 1 (1,0) (0, 1)C x y+ =沿单位圆 从点 到点

cos sinz t i t= +cos sin ( 0 )
2

x t y t t π
= =， 从 到

说明：
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C
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本例中起点、终点相同 路径不同 但复

积分 的值相同。
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这个结果以后经常用到,它的特点是：
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